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DERIVADAS

DERIVADA EN UN PUNTO

Sea f una funcion real de variable real definida en un intervalo abierto que contenga a c, la
derivada de fen c se denota por f ’(c)y se define como:
f'@c)= 1imm

h—0 h

siempre que el limite exista y sea finito. Si el limite existe y es finito decimos que f es derivable
(derivable) en c.
Si hacemos h=x-c la definicién se puede escribir asi:

fc)= im0 =T©)

X—C X—C

Ejempilo:
Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=3x? -1, se tiene que

_ 2 _q_ 2
f(4) = lim S @M -4 1imwz i 240+30° (24+3h)=24
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

o también

f(x)— f (4 2= 2_ -
frd)=limd =@ oy 3XT 1247 X 3x—afxrd) iy 3(x+4) = 24
x—4 X— x—4 X—4 x—=4 X—4 x—>4 X — x—4

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

f ’(c) es la pendiente de la recta tangente de la grafica de la funcién f en el punto de coordenadas
(c, f(c)) . Luego, la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcion f en el punto de
coordenadas (c, f(c)) es:

y-c=1f'©(x-c)
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Ejemplo:

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=3x? -1, se tiene que la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de f en el punto (4,47) es:
y—47=f'4)(x-4)
Es decir,
y—47=24(x—4) 0 y-24x+49=0

FUNCION DERIVADA

Dada la funcion real de variable real f, la derivada de la funcién f con respecto a la variable x es
la funcién f que le asigna su derivada a cada elemento x del dominio de f para el cual f '(x)

existe.

Ejemplo:

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=3x? -1, se tiene que

h(6x+3h)

Foem =0 _ 3(x+h)? —1—(3x2 —1)= lim
h

f ’(x) = lim = lim (6x+3h)= 6x
h—0 h—0 h h—0 h

—0
Luego, la derivada de la funcién f es la funciéon f~ definida por f '(x) = 6x, es decir,

f"R—>R
X — f'(X)=6x

Otras notaciones

Ademas de f '(x) las otras notaciones para la derivada son:

dy df d
it &(f(X))

'Xl 1
y dx dx

Teorema:

Si una funcién real de variable real f es derivable en c, entonces es continua en c.
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Derivada en un intervalo

Se dice que una funcién f es derivable en un intervalo abierto si tiene derivada en cada punto del
intervalo.

Se dice que una funcién f es derivable en un intervalo de la forma [a,b) o de la forma [a,+)si es
derivable en el intervalo (a,b) o (a,+) y si el limite
f(a+h)—f(a)

. (derivada por la derecha)

f, ‘(@) lim
h—0*
existe y es finito.

Se dice que una funcién f es derivable en un intervalo de la forma (a,b] o de la forma (—oo,b]si es
derivable en el intervalo (a,b) o (~w,b) y si el limite

f_'(b)= hlirg_ w (derivada por la izquierda)

existe y es finito.

Se dice que una funcién f es derivable en un intervalo de la forma [a.b] si es derivable en el
intervalo (a,b) y si los limites

lim f(a+h)-f(a) lim f(b+h)— f(b)

h—0" h h—0~ h
existen y son finitos.

REGLAS DE DERIVACION

Sean f y g funciones derivables en x y ¢ una constante. Entonces las funciones cf , f+g, f-g,

fg y i con g(x) =0, son derivables en X, y se verifica:
g

(cf ) () =cf "(x)
(f+9)(0=f"(0+73' (X
(f-g)0=f'(0-9'X

(fg) ()= (g () + f (¥)g(x)
( f j o= 90— fz (X)9'(%)
g [9(0]

,» 9(¥)#0
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DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES POLINOMICAS

CASQOS PARTICULARES

Derivada de la funciéon constante:

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=b, donde b es un nimero real se tiene que:

f'(x)zlimw= 1im2=P _ limo=o0.
h—0 h h—»0 h h—0

También se escribe:

? =0, para todo numero real x.
X

Ejemplo

Sea f la funcion real de variable real definida por f(x)=-2. Entonces f '(x)=0 para todo niumero

real x. Esto significa que la recta tangente en cualquier punto de la grafica de f tiene pendiente
cero, es decir, la recta tangente en cualquier punto de la grafica de f es paralela al eje x.

Derivada de la funcién identidad

Dada la funcion real de variable real definida por f(x)=x se tiene que:

£ = lim S D=0 XHh=X B i1,
h—0 h h—0 h h>0h h>0

También se escribe:

X ’
% =1, para todo namero real x.
X

Esto significa que la recta tangente en cualquier punto de la grafica de f es larecta y=x, es decir,
es la misma recta.
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Derivada de la funciones potencias

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=x" donde n es un nimero entero positivo

se tiene que f '(x)=nx"", paratodo nimero real x.

Ejempilo:
Dada la funcién polinémica real definida por f(x)=x’ se tiene que f '(x)=2x. Verifiquémoslo por
definicion:

= lim = 1imh(—
h—0 h h—0 h h—0 h

— 2 _ 2 2 22
f'(x) = lim f(“hr)] f(x):nm(XJrh) X x> +2xh+h? —x
-

En particular, f "(3)=6, luego, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto (3,9)
es:
y-9=1'3)(x-3)
Es decir,
y-9=6(x=3) 0 y-6x+9=0

En general, aplicando los teoremas de derivada de una constante, derivada de una suma,
derivada de una constante por una funcion y derivada de una potencia, tenemos que:

Dada la funcion real de variable real definida por f(x)=a, +a,x+...+a,x"donde a,,a,,...,a,son
ndmeros reales se tiene que:

f'(x)=a, +2a,x...+na,x"", para todo nimero real x.

Ejemplos:
1) Sea f la funcién real de variable real definida por f(x) = x> —2x-3 , se tiene que:
fr(x)=2x-2
En particular, f'(5)=8, f'(-2)=-6, f'(/3)=243-2, etc.

2) Sea f la funcidn real de variable real definida por f(x)= —x? +2x-3 , se tiene que
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fr(x)=-2x+2
En particular, f"(0)=2, f'(-1)=4, f'(1)=0, etc.

3
3) Sea f la funcién real de variable real definida por f(x)=3x’ —XT—ﬁ , Se tiene que:

3x?
fr(x)=15x* -2~
(X) 2

En particular, f"(0)=0, f ’(1)=%, f (ﬁ)z% , etc.

DERIVADAS DE FUNCIONES RACIONALES

CASO PARTICULAR

Derivada de la funcién reciproca

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)= 1 ,con x=0 se tiene que:
X

11 -h
f(x+h)—f(X):lim x+h_;=ﬁm (x+h)x im(—;J=— I
h X(

h>0 h h>0 h  hoo x+h) x2

f'(x) = lim

En general, aplicando el teorema de derivada de un cociente, tenemos que:

Dada la funcion real de variable real definida por f(x)=LX) donde p(x)y q(x) son polinomios
q

()
con g(x) # 0 se tiene que:
q(x) p’'(x) - p(x)q’(x)

f'(x)=
(q)?

, para todo numero real x con q(x) #0.
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Ejemplos:
X2 —5x+6

1) Sea f la funcién real de variable real definida por f(x) :3—12, se tiene que:
X+

(3x+12)(2x—5)—(x* =5x+6)(3) _ 3x* +24x~78

f(x)=
* (B3x+12)° (B3x+12)°

, para x = -4

2) Sea f la funcion real de variable real definida por f(x)=x", con x=0 y n un nimero entero
negativo. Entonces f(x)=x" =Ln con -neZ”, luego
-

-n 19— —n-1
f’(X):X 0-1-(=n)x — ™!

f

Hemos demostrado:

Derivada de potencias enteras negativas

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=x" donde n es un nimero entero negativo,

se tiene que f’(X)=n x" T para todo numero real x=0.

Ejemplos:

4

1) Sea f la funcién real de variable real definida por f(x)=x"", con x=0, se tiene que:

f'(x)=—4x">, para x#0
1) Sea f la funcion real de variable real definida por f(x) :LS, con x=0,
X
Observa que f(x)= LS =x"%, luego
X

fr(x)=—8x"" :—i, para x 0
X9
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DERIVADA DE LA FUNCION RAIZ CUADRADA

Dada la funcion real de variable real definida por f(x)= Jx se tiene que:

von e FxE)—f(x) . «/x+h—\/;_. («/x+h—x/;X«/x+h+«/;)_
FOSIIS = e oh s e B

1
= lim =lx 2

h 1 1
= = lim =
h—>0hi\/x+h+\/ﬂ >0 x+h+a/x  24x 2

para todo nimero real x> 0.

DERIVADA DE x" PARA TODO NUMERO REAL NO NULO n.

En general se puede demostrar que:

Dada la funcion real de variable real definida por f(x)=x" donde n es un nimero real no nulo
tiene que:
fro)=nx""

Para los valores de x para los cuales la funcion esté definida.

Ejempilo:
Sea f la funcion real de variable real definida por f(x)= ix, se tiene que:

2
13 .
f(x) =§x 3, paratodo nimero real x#0.

. 1,2 1
En particular: f'(8)=—(8 N
p ®) 3( E o
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DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Derivada de la funcién seno

Dada la funcion real de variable real definida por f(x)=sen(X). Se tiene que
f(x+h)— f(x) ~ lim sen(x+h)—sen X _ lim
h h—0 h h—0 h

) . sen X -cos h +senh-cos X —sen x
f'(x) = lim =
h—0

. { (cosh—1) senh}
= lim senx-T+cosX~T =COoSX.

h—0

También se escribe:
d (senx)

= cos X, para todo namero real x.

Derivada de la funcién coseno

Dada la funcion real de variable real definida por f(x)=cos(x). Se tiene que
f(x+h)—f(x)
- =

. cos(x+h)—cosx . cosx-cosh—senh-senx—cos x
lim = lim =

f'(x) = lim
h—0 h—0 h h—0 h
. (cosh—1) senh
= lim | cosX-———~* —Senx-—— | = —senx .
h—0 h h
También se escribe:
d (cosx)

dx

= —senx, para todo numero real x.

Derivada de la funcién tangente

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=tan(x). Se tiene que

f'(x)= %(tan X)= %(

También se escribe:

2 = 2 = 5602 X.
cos”™ X cos™ X

Senx |  COS X:COS X —senX - (—senx) 1
cosx

d , .
d—(tan x)=sec’ x, para todo nimero real x diferente de §+kn, keZ.
X
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Derivada de la funcion secante

Dada la funcioén real de variable real definida por f(x)=sec(x). Se tiene que

f'(x)= %(sec X)= g_x[ 1 Jz —(-senx)  senx

= =secX-tan X . Es decir,

cOosX cos’X  cos’ X

d , .
d—(sec X)= secX-tan X, para todo ndmero real x diferente de §+ kn, keZ.
X

Derivada de la funcién cosecante

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=csc(x). Se tiene que

f’(X)=d—(cscx)=d— L |- _(Cosx)z—cscx-cotanx.
dx dx | sen x sen’X

También se escribe:

d . .
d—(csc X)= —cscX-cotan X , para todo namero real x diferente de kr, keZ.
X

Derivada de la funcién cotangente

Dada la funcién real de variable real definida por f(x) = cotan (x) . Se tiene que

=—0802 X.

, d
f'(x)= &(cotan = >

dx sen’x sen” X

d (cosx) senx-(-senXx)—cosX-cos X 5 1
sen X

También se escribe:

d , .
d—(cotan x)= —csc” x , para todo namero real x diferente de kn, keZ.
X
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DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL DE BASE a

Dada la funcién real de variable real definida por f(x)=a* con a>0 y a=1se tiene que:

f’(x)=a* Ina, para todo nimero real x.

Ejemplos:
1) Sea f la funcion real de variable real definida por f(x)=2* . Entonces
f'(x)=2"In2

X
2) Sea f la funcidn real de variable real definida por f(x) =(1J . Entonces

oy (1) (1) (LY
f(x)_(zj ln[zj @ In2

3) Sea f la funcion real de variable real definida por f(x)=¢” . Entonces

N

f'(x)=e*Ine=e*

Demostrémoslo por definicion:

_ x+h X h _
£ = lim S EFM=FO0 87 =€ gy & 1
h—0 h h—0 h h->0 h
Observa que:
— h —
£/(0) = lim L O+ -F©) . e -1
h—0 h h—=0 h

Luego,

h_
f(x)= e limuz e* f(0)
h—0 h

Sabemos que las gréficas de todas las funciones de la forma y =a* pasan por el punto (0,1) y
ademas la pendiente de la recta tangente a cada una de las graficas en ese punto es f '(0). Como

definimos el nimero e como el nimero real en el cual la pendiente de la recta tangente a y=a* en
el punto (0,1) es uno, resulta que:

h_
f(x) = e 1im£e—l)= e f/(0)=e* 1=¢*
h—0 h

11
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DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA

Sea f una funcioén derivable estrictamente creciente o decreciente en un intervalo I. Si
f '(x) = 0 entonces f ' es derivable en el punto correspondiente y = f(x) del rango de f y

() (=

Ejemplo:

La funcién real de variable real definida por f(x)=2x>-8x+5 tiene inversa en el intervalo [—1,1].

Hallemos (f ‘1)'(5) :
Sabemos que

a) 1
) /(%)

donde x, es el punto del intervalo [—1,1] cuya imagen es 5.

Determinemos primero a x, . Para ello hallemos primero todos los valores del dominio cuya imagen
es 5, es decir, todos los valores que satisfacen f(x)=5.

f(X)=5=2x> —8x+5=5=2x> —8x=0= 2x(x-2)x+2)=0
Las soluciones de la ecuacion anterior son: x; =0, X, =2y X3 =-2.
Luego, X, =0, ya que esta es la raiz de la ecuacion que pertenece al intervalo dado.

Ahora hallemos f '(x).

fr(x)=6x* -8
En consecuencia
f'(0)=-8
Por lo tanto,
. 1 1
f1)3)=——=-—=
() FoCw

12
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DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO DE BASE a

Dada la funcion logaritmo de base a definida por f(x)=1og, x para x>0 se tiene que

feslainversa de g(x)=a*, entonces

. 1 1 1
f = = =
v) T o pha

Luego:

f ,(X): lea

También se escribe:

d—(logal X)= L para todo nimero real x> 0.
ax XIna

Ejemplos:

1) Seaf la funcion real de variable real definida por f(x)=1og, x. Entonces

. 1
P o= Xln2

2) Seaf la funcion real de variable real definida por f(x)=1og, x. Entonces
2

L B

[lj ~ XIn2
XIn| —
2

3) Seaf la funcion real de variable real definida por f(x) =Inx. Entonces

P B

Xlne X

13
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Derivada de la funcién arco seno

Dada la funcién arco seno de x denotada por f(x)=arcsen (x) para X e (—1,1) se tiene que
fes lainversa de g (x)=sen X,

. 1 1 1 1
f (y): . = = =
g (X) CcoS X \/l_senzx \/l_yz

Luego:
1

f(x)=
1-x2

También se escribe:

1 G
, para todo nmero real x e (~1,1).
2

— (arcsen x) =
dx 1-x

Derivada de la funcién arco tangente

Dada la funcién arco tangente de x denotada por f(x)=arctan(X) para x € R se tiene que
1
1+Xx

f(x)=

2

También se escribe:

para todo namero real x.

d
& (arctan X) = T

1+x

Derivada de la funcién arco coseno

Dada la funcién arco coseno de x denotada por f(x) =arccos(X) para x e (—1,1) se tiene que

C

1-x?

También se escribe:

d 1 .
— (arccos x) = ——————, para todo nimero real x e (-1,1).
dx 1-x2

14
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Derivada de la funcién arco secante

Dada la funcién arco secante de x denotada por f(X)=arcsec(X) con | X | >1 se tiene que
1

f)=——
xVx? -1

También se escribe

&(arcsec X) = , para todo ndmero real x con | x |>1.

1
xVx2 -1

Derivada de la funcién arco cosecante

Dada la funcién arco cosecante de x denotada por f(x) = arccsc (X) con | X | >1 se tiene que

1
xvx2 -1

f(x)=-

También se escribe

— (arcesc x) = — , para todo nimero real x con | x |>1.

1
dx xvx2 -1

Derivada de la funcién arco cotangente

Dada la funcién arco cotangente de x denotada por f(x) =arccotan (x) para x € R se tiene que
1

f ,(X)=_1+x2

También se escribe:

d .
™ (arccotan x) = — para todo nimero real x.

X 1+x2

15
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DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA

Sea g derivable en x y sea f derivable en g(x). Entonces la funcién compuesta f og es derivable
en x, y se tiene que:

(fog)="f"(3(x)g'x

Ejemplos:
1) Sea h la funcion real de variable real definida por h(x) = (x4 —3x)8 . Entonces
h'() = 8(x* - 3xJax* -3)
2) Sea f la funcién real de variable real definida por f(x) = cosz(sen (x2 +ﬁ)) . Entonces

f'(x)=2cos (sen (x2 + JE))(— sen (sen (X2 + x/z)))cos (X2 + x/E>2X
f'(x) =—4xcos (sen (x2 + x/E))sen (sen (X2 + x/E))cos(X2 + ﬁ)

3) Sea g la funcién real de variable real definida por g(x) :%/4x7 —-3x? +4x%* +1 . Entonces

1

2
g’(x) :%(4x7 —3x% +4/x? +1j 3 [28x6 —6x+%(x2 +1)75 2
4) Sea w la funcidn real de variable real definida por w(x)=In (senz(x4 +8)) . Entonces

W' (X) = T 2sen (x4 + 8)cos (x4 + 8)4X3

3 sen (X4 + 8)005 (X4 + 8)
+8

W' (X)=

Sel’l2 X4

5) Sea t la funcién real de variable real definida por t (x) = arcotan(x6 -x? —ﬁ) . Entonces
1

l+(x6 —x? —ﬁ)
6x° —3x?

1+(x6 -x3 —ﬁ)z

t'(x)=

- (6x5—3x2)

t'(x) =

16
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